Devoirs de vacances POIRET Aurélien
MPSI 2019-2020

Un mot sur la prochaine rentrée et les révisions & mener pendant les vacances

Le programme de mathématiques de MPSI est un programme trés chargé séparé en deux par-
ties. La premiére moitié de 'année sera consacrée & de larges approfondissements des notions abordées
au lycée, en y ajoutant une exigence bien supérieure en termes de raisonnement, rigueur et calculs. A
ce propos, sachez que la calculatrice sera d’un usage trés limité quasiment réduit & l’ensemble vide :
Iidée étant qu’un futur ingénieur doit pouvoir réagir rapidement, sans 1’aide d’une machine, devant
des calculs ou des représentations de fonctions élémentaires. Cela ne signifie pas que vous devez vous
séparer de votre calculatrice car vous en aurez encore besoin en physique-chimie par exemple, mais

qu’il faudra apprendre & I'utiliser uniquement lorsque son aide est indispensable.

La totalité de votre programme de terminale S, excepté les lois & densité, vous sera utile pour
la rentrée et mérite une révision approfondie de votre part. Il constitue la base de ’enseignement de la
prépa mais les vraies difficultés de la prépa se situent ailleurs (rythme élevé, exigence de raisonnement
rigoureux, travail du cours approfondi) et une mauvaise maitrise des notions du lycée peut tres vite
vous handicaper. A vous de vous présenter & la rentrée dans les meilleures conditions pour réussir ce
challenge que constituent la prépa et les concours auxquels elle vous meénera.

Il est indispensable que vous maitrisiez parfaitement tout ce qui constitue le calcul élémen-
taire : développement, factorisation d’expressions algébriques, identités remarquables, manipulation
de quotients, puissances, exponentielles, logarithmes, calculs de dérivées et intégration, fonctions tri-
gonométriques, etc.

Malgré le covid et le fait que tous les établissements scolaires aient fermés durant plusieurs
mois, tous les enseignants ont continué d’assurer leurs cours & distance et tous les programmes ont été
terminés.

A la rentrée, nous passerons quelques petites séances pour combler les lacunes dii & I’enseignement a
distance ! Mais, j’attire votre attention sur le fait que le cours de terminal ne sera pas revu, juste les
quelques techniques et réflexes que 'on acquiert avec de la pratique et en présentiel....

Pour passer une rentrée sereine les différents consignes sont les suivantes :

— Le formulaire de trigonométrie se situant en Annexe 1 est a apprendre par cceur pour le jour
de la rentrée (il n’est d’ailleurs pas impossible quune interrogation ait lieu pour vérifier votre
bonne volonté et la bonne compréhension de ces premiéres consignes). Ces formules sont utiles
quasiment chaque jour en classe préparatoire et pourront vous sauver la mise a maintes reprises.

— Si vous ne voulez pas paraitre ridicule le jour d’un oral, I’alphabet grec se situant en Annexe 2
est & connaitre par coeur pour le jour de la rentrée.

— Les formulaires de dérivées usuelles et de primitives usuelles situés en Annexe 3 et 4 sont &
connaitre par cce pour le jour de la rentrée. Il n’y a rien de plus énervant pour un enseignant de
mathématiques, de physique ou de SII que d’avoir un éléve ne sachant pas calculer en moins de

deux minutes une primitive de x > 7z ou la dérivée de z — R

— La liste des exercices & faire pour la rentrée est situé en Annexe 5. Ces exercices ne seront pas
ramassés le jour de la rentrée mais il est conseillé de les faire sérieusement et de ne pas attendre
le corrigé qui vous sera remis a la rentrée.



— Vous pouvez commencer a lire le premier chapitre de ’année intitulé « Rudiments de logique » que
vous trouverez a I’adresse suivante : poiret.aurelien.free.fr/cours.php (la curiosité n’étant
jamais un vilain défaut dans les études). Si le temps vous le permet, vous pouvez également
commencer & réfléchir & la feuille de TD N° 1.

— Enfin, nous communiquerons beaucoup par mail. Si ce n’est déja fait, je vous conseille donc de
vous créer une adresse mail (sérieuse de type nom.prenom@gmail.com par exemple).

Vos prochaines vacances auront lieu en juillet 2020 donc il est impératif d’arriver & la rentrée
en forme pour cette année difficile et éprouvante qui vous attend. Je vous souhaite donc de bonnes va-
cances et reste disponible pour toute interrogation & I’adresse mail suivante aurelien.poiret@gmail.com

Monsieur POIRET


poiret.aurelien.free.fr/cours.php

Annexe 1 : Formulaire de trigonométrie

Angles associés

cos(m + x) = — cos(x)
sin(m 4+ z) = — sin(x)

cos(m — x) = — cos(x)
sin(m — z) = sin(x)

cos(—z) = cos(x)
sin(—x) = —sin(x)

cos
sin

T +z) = —sin(z)

cos (5 — x) = sin(x)
T +x) = cos(x)

sin (5 — ) = cos(z)

—~
(V]

Relations entre cos, sin et tan

1
cos?(x)

sin(x)

cosg(x) + sin2(aj) =1 tan(z) = 14+ tan2(:c) —

cos(x)
Formules d’addition

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a)—tan(b)

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
_ tan(a)+tan(b)

tan(a + b) = {tenC, tan(a — b) = T tan(e)
Formules de duplication
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) sin(2a) = 2 cos(a) sin(a) tan(2a) = ﬁf;‘r‘l%
cos(3a) = 4cos?(a) — 3cos(a) sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a) tan(3a) = %
Formules de linéarisation
14+cos(2a . 1—cos(2a —cos(2a
cos?(a) = —reotza) 2( ) sin’(a) = 72( ) tan?(a) = }+cos§2a§
cos(3a)+3 cos(a . —sin(3a)+3sin(a —sin(3a)+-3sin(a
cos? (a) = esuldces(e) sin?(a) = —SE ) tan®(a) = e s coute]

Passage d’un produit 4 une somme

cos(a) cos(b) = = (cos(a — b) + cos(a + b))

[l ORI

cos(a) sin(b) = = (sin(a + b) — sin(a — b))

Ll V)

sin(a) sin(b) = 3 (cos(a — b) — cos(a + b))

Passage d’une somme a un produit

cos(p) + cos(q) = 2 cos (251) cos (E52)
p=q

sin(p) + sin(q) = 2sin (pTJ“q) coS (T)

cos(p) — cos(q) = —2sin (F57) s
sin(p) — sin(q) = 2sin (25%) cos

Résolutions d’équations trigonométriques

cos(U) = cos(V)
sin(U) = sin(V)
tan(U) = tan(V)

< U=V 2rlouU = -V [27]
& U=V 2rloulU=7-V [27]
s U=Vir

Expression du cosinus, sinus et de la tangente en fonction de la tangente de ’angle moitié

Si t = tan (g) alors cos(a)

= m7 Sin(a) =

1—¢? 2t 2t
P et tan(a) = s




Annexe 2 : Alphabet Grec

Majuscule

Minuscule

Omicron

Pi

Rho

Sigma

Tau

Upsilon

Phi

Chi

Majuscule | Minuscule Nom
A «a Alpha
B 15} Béta
r ~y Gamma
A 0 Delta
E € Epsilon
Z ¢ Zéta
H n Eta
(C] 0 Théta
I L Iota
K K Kappa
A A Lambda
M w Mu

Psi

Q|| < e B H| M P H | O 1] 2

gle|x|e|c|a|Qlx a0 |m|R

Oméga




Annexe 3 : Dérivées usuelles

Fonction f Dérivée f Intervalle de validité
r—z"ounelN x — nz"! R

x — In(x) T 10, +o00]

v aota€Z\N|z— az®! R*
r—zonta€R\Z|z— az®! R%
r—eouacR T — ae™ R

x +— sin(x) x +— cos(x) R

x +— cos(x) x +— —sin(x) R

x — tan(x) x— 1+ tan®(z) | |—5 +km, 5+ kn
x> a®oita>0 z +— In(a)a” R

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R.

v

02

Fonction Dérivée Condition de validité
u"oun €N nu'u" 1

7 . . . .
In(u) - si u strictement positive
u® ot a € Z\ N | q/u! si v non nulle
u® ot € R\ Z | a/u? s1 u est strictement positive
e ouaelR au'e™
sin(u) u’ cos(u)
cos(u) —u' sin(u)
tan(u) u'(1+ tan?(u)) | si u & valeurs dans |—35 4+ km, 5 + k7
a“ ot a >0 In(a)u'a"
U+ u +
U X v wxv+uxv
u u Xv—uxv’

si v non nulle




Annexe 4 : Primitives usuelles

Fonction f Primitive F' Intervalle de validité
r—az"ouné€N xl—>n+r1:c”+1 R
T x +— In|z| ] —00,0] ou |0, +o0]
T %ot a# —1 aw—)aLHa:O‘H R
r = e ouaec R :17|—>ée‘m R
x > sin(z) x +— — cos(x) R
x +— cos(x) x +— sin(x) R
x> 1+ tan?(z) x +— tan(z) | =2+ km,Z + kn |
x +— tan(x) v+ —In|cos(z)| | |—F +km, §+kn|

Soit u une fonction dérivable & dérivée continue sur un intervalle I de R.

Fonction Primitive Condition de validité

1, n 1 n—+1
u/u oun €N U
m In |ul si w non nulle
w'u® ot v £ —1 | L-ut! si u est strictement positive

clv—f—l

u'e™ ot a € R* | ~e™
u' sin(u) — cos(u)
u' cos(u) sin(u)
u'(1 4+ tan®(u)) | tan(u) si w a valeurs dans | —5 + km, 5 + km
u' tan(u) —In | cos(u)| | si u a valeurs dans |—F + km, 5 + k7




Annexe 5 : Liste des exercices

Exercice N°1 : Simplifier les expressions qui suivent.

) 53 ) T U N G DA
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d°) ggm ¢%) n(n2—1) <n(n—21)n _ (nfl)rg(2nfl)) ) 2n(2;1+1) _ (n;l)n

R L == ht == B 2+

) (22n)2” k°) on+1 _ on . °) 92" 92"

wy G () o (9 (0

I I R e U ==y

s°) % t°) In (%‘l) +21In (ﬁ) u®) %

o) R ) - ==

Exercice N°2 : Le plan complexe est munit d'un repére orthonormé direct (O, i, j

On fera une figure que 'on complétera au fur et & mesure des questions
On considére les points A, B, S et (2 d’affixes respectives a = =2+ 44, b= —4 + 2§, s = =5+ 5i et
w=—-24 2i.
1. On consideére les points C et D, d’affixes respectives c¢ et d, définis par S@ = 3;@1 et ﬁ = 35@.
Calculer c et d.

) d’unité 1 cm.

2. Montrer que A, B, C' et D sont sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.
3. Démontrer que la droite (SQ) est la médiatrice du segment [AB].
4. Déterminer p, affixe du point P, milieu du segment [AC].

5. Démontrer que =2 = —%i. En déduire une mesure de I'angle orienté ﬁ, ]ﬁ
6. Soit @ le milieu du segment [BD]. Que représente le point €2 pour le triangle PQS?

Exercice N° 3 : Raymond van Barneveld joue aux fléchettes avec la cible suivante

On admet que la fleche est toujours placée dans le carré et que la probabilité de placer une fleche dans
une zone quelconque du carré est proportionnelle a ’aide de cette zone.
Raymond lance une fléche. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de points obtenus.



1.
2.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Déterminer ’espérance et 1’écart type de X.

Exercice N°4 : On étudie un mouvement aléatoire d’une puce. Cette puce se déplace sur trois cases
notées A, B et C.

A l'instant 0, la puce est en A.
Pour tout entier naturel n,

W=

si & l'instant n la puce est en A, alors elle se déplace en B avec probabilité égale a
avec probabilité égale a %,

si & l'instant n la puce est en B alors, elle se déplace en C' avec probabilité égale a 5
avec probabilité égale a %,

si & l'instant n la puce est en C alors, elle reste en C.

et en C

et en A

On note A, (respectivement B,, et C,) 'événement « A I'instant n, la puce est en A » (respectivement
« A Tinstant n, la puce est en B » et « A I'instant n, la puce est en C »).
On note a,, (respectivement b, et ¢,) la probabilité de I’événement A,, (respectivement B,, et C,).

1.
2.
3.

Que valent ag, by et ¢y ?
Calculer ay pour k € {1,2,3}.
Montrer que, pour tout n € IN,

an+1 =

br,
bpt1 = 30

1
an+bn+cnzlet{ £
3

4. Montrer que, pour tout n € N, apy2 = %an.

1

5. En déduire que, pour tout p € IN, ag, = (%)p, agpt1 =0, bap =0 et bapy1 = % (g)p.

6. Montrer les suites (ay,), (by) et (c,) convergent et déterminer leurs limites respectives.

Exercice N°5 : Calculer les intégrales qui suivent.

1.
2.

- W

| t
i 5 x et

f(] 1+:E2
fle cos(In(u)) du.

u

. Pour BER, [} iz ds.

s ln(

Exercice N° 6 : Résoudre les équations suivantes

1.

2
3.
4

. cos(3z) +sin(3z) = L

2sin?(z) — sin(z) — 1 = 0.

. 1+ +/2sin(2x) + cos(4x) = 0.

cos?(z) + sin*(x) = 0.

75

Exercice N° 7 : On rappelle que le symbole 3 désigne en général la somme en mathématiques. Ainsi,

n

lorsqu’on écrit > wy, on lit la somme des nombres uy pour k variant de 0 a n.

k=0

2
Par exemple, > k% =02+ 12422 =5.

Dans la suite, n désigne un entier naturel quelconque.



n

p _ n(n+1)
1. (a) Montrer par récurrence que », k= —=5—.

k=0
n n+1 sig=1
b) Montrer par récurrence que Vg € C k— _gntl . 1 .
p q q ) q 1—q
k=0 Tq Sinon

2n
2. (a) Calculer > k.
k=n

(b) Calculer > (2F 4 3k+1).
k=0

n
(c) Pour n non nul, calculer Y. 2k37—F,
k=1

n
3. Un peu plus difficile, calculer ) k22k.
k=0

Exercice N° 8 : Soit a < b deux réels. Soient f; et fo deux fonctions de [a, b] dans R et f la fonction
de [a,b] dans C définie par f = fi + ifa.
Si fi et fo sont continues, on définit l'intégrale de f par :

/abf(t) dt:/abﬁ(t) dt—i—z‘/abe(t) dt.

Si f1 et fa sont dérivables alors on définit la dérivée de f par f' = f] +ifs.
On rappelle que pour tout 6 € R, € = cos(6) + isin(). On pose alors, pour tout z = a + ib dans C
(avec a,b € R), e* = e x €, et on rappelle, ou admet, que pour tous z, 2’ € C, et = % x 7.

1. Soit z = a 4 b comme plus haut. Exprimer e* sous forme algébrique.

2. Soient ¢ € C et f: x> e“". Exprimer la dérivée de f. Que dire d’une primitive de f7

3. Calculer
A A

lim e “cos(z) dr et lim e “sin(z) dx.
A—+oo 0 A—+o0 0

4. Calculer, par la méme méthode,

/ @) cos(x + sin(x)) dx et / @) sin(z + sin(z)) da.
O 0



